9. cviceni - teorie

Kvadratické formy

Definice. Pokud pro A € M(n x n) plati A = AT pak je A symetricka.
Je-li A € M(n x n) symetricka, pak ¢: R” — R dana predpisem o(u) = u’ Au je kvadraticka forma
reprezentovand matici A.

Definice. Kvadraticka forma ¢: R™ — R je

e pozitivné definitni (PD), pokud

Vu e R™, u # 0: o(u) > 0,

e negativné definitni (ND), pokud

Vu e R, u +# 0: ¢(u) <0,

pozitivné semidefinitni (PSD), pokud

Yu € R": p(u) >0,

negativné semidefinitni (NSD), pokud

Yu € R": p(u) <0,

indefinitni (ID), pokud
Ju,v € R™: p(u) > 0A p(v) <0.

Véta 10.4. Necht A = (aij)i=1,..nj=1,..n je diagonalni. Pak plati:

e A je pozitivné definitni, pravé kdyz a;; > 0 pro kazdé i = 1,...,n,
e A je negativné definitni, pravé kdyz a; < 0 pro kazdé i =1,...,n,
e A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyz a; > 0 pro kazdé i = 1,...,n,
e A je negativné semidefinitni, pravé kdyz a;; < 0 pro kazdé i =1,...,n,

e A je indefinitni, pravé kdyz existuji 4, j € {1,...,n} takova, ze a;; > 0,a;; < 0.

Definice. Symetrickd tprava matice A € M(n x n) = uprava aplikovana na fadky A a néasledné
tataz aprava aplikované na sloupce A. Symetricka transformace matice A = konecnéa posloupnost
symetrickych tprav.

Lemma 10.7.
(i) Je-li A € M(n x n) symetricka a C € M(n x n), pak CACT je opét symetricka.
(ii) Symetricka transformace zachovava symetrii matice.

Véta 10.9. Necht A € M (nxn) je symetrickd matice a necht B € M (nxn) vznikne z A pomoci symetrické
transformace. Pak matice A je pozitivné definitni (resp. negativné definitni, pozitivné semidefinitni,
negativné semidefinitni, indefinitni), pravé kdyz B je pozitivné definitni (resp. negativné definitni, . . . ).
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Véta 10.10. Necht A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak ji lze symetrickou transformaci prevést na
diagonalni matici.

Véta 10.11 (Sylvestrovo kritérium). Necht A = (aij)i=1,... n,j=1,..n je symetrickd matice. Pak matice A
je
e pozitivné definitni, pravé kdyz pro kazdé k € {1,...,n} plati
ailp ... Qi
> 0;

a1 ... Qgk

e negativné definitni, pravé kdyz pro kazdé k € {1,...,n} plati

ail ... Qig
(-1)*| - >0
ag1 ... Gk
e pozitivné semidefinitni, pravé kdyz pro kazdou k-tici prirozenych cisel 1 < iy < -+ < ip < n, k €
{1,...,n} plati
Qiyiy -0 Qg
> 05
Qipiy -0 Qigiy
e negativné semidefinitni, pravé kdyz pro kazdou k-tici prirozenych &isel 1 < iy < -+ < i < n, k €
{1,...,n} plati
Ajyqy - -0 Qiygy
(-1 > 0;
Qipiy oo Qiggy

Vlastni ¢isla a vektory

Definice. Necht A € M(n xn). Rekneme, 7e A € C je vlastni &islo matice A, jestlize existuje nenulovy
vektor z € C" takovy, ze Ax = Az. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem matice A pfislusnym
k vlastnimu ¢&islu .

Véta 10.12. Necht A € M(n x n).
(i) Prvek A € C je vlastnim ¢islem matice A, pravé kdyz det(A — A) = 0.
(ii) Matice A mé nejvySe n ruznych vlastnich ¢isel.

Definice. Necht A € M(n xn). Funkce A — det(AI — A) se nazyva charakteristicky polynom matice
A. Vzhledem k tvrzeni (i) pFedchozi véty definujeme nasobnost vlastniho ¢&isla matice jako nasobnost
tohoto ¢isla jakoZzto kofene charakteristického polynomu.

Véta 10.13. Necht A € M(n x n) je symetricka. Pak jsou jeji vlastni ¢isla realna.
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Véta 10.15. Necht A € M(n x n) je symetricka. Pak plati:

e A je pozitivné definitni, pravé kdyz jsou v8echna jeji vlastni ¢isla kladné,

A je negativné definitni, pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla zédporna,

A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla nezaporna,

A je negativné semidefinitni, pravé kdyz jsou vSechna jeji vlastni ¢isla nekladna,

A je indefinitni, pravé kdyz ma kladné vlastni ¢islo i zaporné vlastni ¢islo.
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